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Mở đầu

Trong các dạng phương trình vi phân phi tuyến bậc cao thì phương

trình vi phân tuyến tính bậc 4 là một lớp phương trình được nhiều tác giả

quan tâm do tính ứng dụng cao của lớp phương trình này. Tại Việt Nam

trong các năm gần đây có thể kế đến các kết quả của nhóm tác giả: Đặng

Quang Á, Nguyễn Thanh Hường, Ngô Thị Kim Quy. Dạng phương trình

phi tuyến tổng quát nhất được xét là dạng
u(4)(x) = f(x, u, u′, u′′, u′′′), a < x < b,

a0u(a)− a1u′(a) = A, b0u(b) + b1u
′(b) = B

c0u
′′(a)− c1u′′′(a) = C, d0u

′′(b) + d1u
′′′(b) = D.

(1)

Bằng cách đặt v(x) = u′′(x), ϕ = f(x, u, u′, u′′, u′′′). Khi đó, bài toán (1)

được đưa về hai bài toán cấp hai:
v′′(x) = ϕ, a < x < b,

c0v(a)− c1v′(a) = C,

d0v(b) + d1v
′(b) = D,

(2)


u′′(x) = v(x), a < x < b,

a0u(a)− a1u′(a) = A,

b0u(b) + b1u
′(b) = B.

(3)

Khi đó, nghiệm số của bài toán (1) được xác định từ phương pháp lặp sau

đây.

Bước 1: Xuất phát từ ϕ0 = f(x, 0, 0, 0, 0).

1



Bước 2: Với mọi k = 0, 1, 2, . . . , giải liên tiêp hai bài toán cấp hai
v′′k = ϕk, a ≤ x < b,

c0vk(a)− v1v′k(a) = C,

d0vk(b) + d1v
′
k(b) = D,


u′′k = vk, a < x < b,

a0uk(a)− a1u′k(a) = A,

b0uk(b) + b1u
′
k(b) = B.

Hiệu chỉnh ϕk+1 = f(x, uk, u
′
k, vk, v

′
k).

Về mặt lý thuyết, sự hội tụ của sơ đồ lặp trên đã được chứng minh

bằng lý thuyết của phương trình toán tử. Việc giải số các bài toán cấp hai

đã thực hiện bằng việc xây dựng các lược đồ sai phân với độ chính xác cấp

4 cho bài toán cấp hai
u′′(x) = f(x), a < x < b,

α0u(a)− α1u
′(a) = A,

β0u(b) + β1u
′(b) = B.

(4)

Các kết quả đã được công bố trong [3].

Trong các công trình gần đây, một số tác giả trên thế giới đã đề

cập tới các mô hình bài toán cơ học có sự phụ thuộc tích phân. Cụ thể,

trong [7], các tác giả: N.Kachakhidze, N.Khomeriki, J.Peradze, Z.Tsiklauri

đã nghiên cứu mô hình bài toán được mô hình hóa bởi phương trình phi

tuyến cấp hai ϕ
(∫ 1

0
(w′′)2dx

)
w′′ = f(x), 0 < x < 1,

w(0) = w(1) = 0.

(5)

Trong [8], các tác giả Quang A. Dang, Vu Thai Luan đã nghiên cứu mô

hình bài toán cấp bốn phi tuyến dạngy
(4) − εy′′ − 2

π

(∫ π

0
(y′)2dx

)
y′′ = p(x), 0 < x < 1,

y(0) = y(π) = 0, y′′(0) = y′′(π) = 0.

(6)

Trong [9], các tác giả T.F Ma đã xét dạng bài toán biên phi tuyến cấp 4
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dạng 
u(4) −M

(∫ L

0
|u′(s)|2ds

)
u′′(x) = f(x, u, u′),

u(0) = A, u(L) = B;

u′′(0) = C, u′′(L) = g(u′(L)).

(7)

Có thể thấy rằng điểm chung của các mô hình bài toán (5), (6), (7) mà

các tác giả đã nghiên cứu là luôn có thành các hệ số của phương trình

phụ thuộc tích phân của hàm cần tìm. Để nghiên cứu các bài toán này,

chúng ta có thể sử dụng các phương pháp biến đổi (Phép chia hoặc phép

chuyển vế) để chuyển các thành phần phụ thuộc tích phân sang vế phải

của phương trình chuyển các bài toán đang xét về dạng bài toán (1). Khi

đó có thể nghiên cứu sự hội tụ của phương pháp lặp bằng các phương trình

toán tử và việc tính toán số sử dụng các lược đồ sai phân với độ chính xác

bậc bốn của dạng bài toán (4). Hiển nhiên khi thực hiện phép biến đổi,

thành phần vế phải sẽ trở nên phức tạp hơn vì sẽ chứa thêm thành phần

hàm f(x).

Một cách tự nhiên, chúng ta cần nghiên cứu phương pháp giải các

bài toán trên mà không cần chuyển các thành phần chứa tích phân sang

vế phải. Khi đó cần nghiên cứu hai vấn đề sau:

1. Nghiên cứu xây dựng phương pháp lặp tổng quát cho mô hình các

bài toán có hệ số phương trình chứa thành phần tích phân của đạo

hàm hàm cần tìm.

2. Xây dựng lược đồ sai phân với độ chính xác cấp 4 cho bài toán cấp

hai dạng tổng quát hơn.

Nội dung chính của luận văn trình bày một số kết quả khi nghiên cứu mô

hình của bài toán vi phân với hệ số phụ thuộc các phiếm hàm tích phân

bao gồm nghiên cứu mô hình tổng quát, xây dựng lược đồ sai phân bậc

cao để giải số bài toán cấp hai, xây dựng lược đồ lặp giải các phương trình

vi phân bậc cao có các hệ số phụ thuộc các phiếm hàm dạng tích phân.

Thực hiện các thực nghiệm số trên các lược đồ sai phân bậc cao khẳng
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định tính hữu hiệu của các sơ đồ lặp đã đề xuất trên phần mềm MATLAB.

Luận văn có bố cục như sau

� Chương 1: Đưa ra một số kiến thức cơ bản về các không gian hàm

như không gian Metric, không gian tuyến tính định chuẩn nguyên lý

ánh xạ co, điều kiện Lipchitz. Các điều kiện hội tụ của dãy số. Một số

phương pháp giải phương trình đại số phi tuyến dựa trên các phương

pháp lặp như phương pháp chia đôi, phương pháp dây cung, phương

pháp tuyến. Lược đồ sai phân với độ chính xác bậc cao và thuật toán

giải phương trình vi phân với hệ điều kiện đầu với độ chính xác bậc

bốn.

� Chương 2: Trình bày mô hình bài toán biên phi tuyến với hệ số phụ

thuộc các phiếm hàm tích phân, phương pháp tìm nghiệm đúng của

bài toán. Một số phương pháp lặp tìm nghiệm xấp xỉ của bài toán

bằng các phương pháp lặp đối với bài toán cấp hai và bài toán cấp

bốn.

� Chương 3: Đưa ra một số kết quả thực nghiệm trên máy tính điện tử

thông qua các ví dụ cụ thể.

Các kết quả thực nghiệm trong luận văn được thực hiện bằng các chương

trình viết trên nền ngôn ngữ MATLAB chạy trên máy tính.
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Chương 1

Một số kiến thức cơ bản

Nội dung chính của Chương 1 trình bày một số kiến thức cơ bản về

các không gian hàm, các điều kiện hội tụ của dãy số, các phương pháp lặp

giải phương trình phi tuyến tính. Kết quả xây dựng thuật toán giải gần

đúng bài toán cấp hai với hệ điều kiện biên dựa trên lược đồ sai phân với

độ chính xác cấp 4. Các kết quả này đã được tham khảo trong các tài liệu

[1, 2, 3].

1.1 Một số không gian các hàm [1]

Định nghĩa 1.1. Cho X là một tập khác rỗng. Trên X ta trang bị một

hàm số

ρ : X ×X → R

(x, y)→ ρ(x, y),

thỏa mãn các điều kiện sau

1) ρ(x, y) ≥ 0,∀x, y ∈ X; ρ(x, y) = 0⇔ x = y;

2) ρ(x, y) = ρ(y, x),∀x, y ∈ X;

3) ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z),∀x, y, z ∈ X.

Khi đó, ρ được gọi là một mêtric hay khoảng cách trên X và cặp (X, ρ) gọi

là một không gian mêtric (đôi khi chỉ kí hiệu là X). Mỗi phần tử của X
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sẽ được gọi là một điểm, ρ(x, y) gọi là khoảng cách giữa hai x và y điểm

trên X.

Nguyên lý ánh xạ co

Định nghĩa 1.2 ([1]). Cho (X, d) là một không gian metric. Ánh xạ f :

X → X được gọi là một ánh xạ co trên X nếu và chỉ nếu tồn tại q ∈ [0, 1)

sao cho với mọi x, y ∈ X,

d(f(x), f(y)) ≤ qd(x, y),

trong đó, q được gọi là hệ số co.

Dễ thấy mọi ánh xạ co đều liên tục.

Định lý 1.3 (Nguyên lý ánh xạ co Banach, [1]). Cho f là ánh xạ co trong

không gian mêtric đủ (X, d). Khi đó,

(a) Tồn tại duy nhất x∗ ∈ X sao cho f(x∗) = x∗. Phần tử x∗ được gọi là

điểm bất động của ánh xạ f .

(b) Mọi dãy lặp xn+1 = f(xn), n ≥ 0 xuất phát từ x0 bất kỳ đều hội tụ.

Ngoài ra, ta có các ước lượng sau

d(xn, x
∗) ≤ qn(1− q)−1d(x0, x1), n ≥ 1

d(xn, x
∗) ≤ q(1− q)−1d(xn−1, xn), n ≥ 1.

1.1.1 Không gian tuyến tuyến tính định chuẩn

Định nghĩa 1.4. Cho X là một không gian tuyến tính, ta đưa vào ánh xạ

ký hiệu là chuẩn X ‖.‖ : X → R thỏa mãn các điều kiện

a. ‖x‖ ≥ 0; ‖x‖ = 0⇔ x = 0;

b. ‖λx‖ = |λ|‖x‖;

c. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖,
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